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 FuncoOes recursivas sobre numeros naturais.
 Pensamento indutivo vs. pensamento iterativo.

e [ipos estruturados: produtos e registos.
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FUNCOES recursivas

e A recursao €& um mecanismo que permite definir uma entidade (funcéo, tipo,
classe, etc.), usando na sua definicao o seu proprio nome.

let rec x = el in e2 class Node<T> {
T value;

Node<T> next:

* A recursao € um mecanismo que permite instanciar o mesmo codigo (funcéo)
mais que uma vez N0 mesmo traco de execucao, com valores potencialmente
diferentes para os parametros.
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FUNCOES recursivas

* As linguagens funcionais utilizam a recursao como meio basico para iterar.

let rec loop () = read_int () |> print_int; print_endline ""; loop ();;

e A utilizacao recursiva de um nome tem que estar sempre "guardada’” pela
definicao de uma funcao.
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Sintaxe Hint: Operadores

let (|>) x f = x

let rec loop () = read_int () |> print_int; print_endline ""; loop ();;

let (™) Xy =max x vy

— » int -> int -> int = <fun>
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Funcoes recursivas (exemplo: somatorio)

let rec sum f L u =
U if L > u then 0
else f 1 + sum f (1+1) u

> ) -

,L_l utop # sum (fun x —> 2%x) 1 10

-+ 1nt = 110

LT —— I
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EXecucao baseada numa pilha

A chamada de funcoes é baseada numa pilha, onde sao
guardados os valores dos parametros para cada chamada
e as variavels locals correspondentes.

 Cada chamada ocupa espaco em memoria.
let rec sum n =

1T n = 0 then 0
else n + sum (n-1)
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EXecucao baseada numa pilha

A chamada de funcoes é baseada numa pilha, onde sao
guardados os valores dos parametros para cada chamada
e as variavels locals correspondentes.

 Cada chamada ocupa espaco em memoria.

utop # count 100000;,;

let rec count n = - * int = 100000

1T n = 0 then 0

else 1 + count (n-1) utop # count 1000000; ;
Stack overflow during evaluation (looping recursion?).
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EXecucao baseada numa pilha

A chamada de funcoes é baseada numa pilha, onde sao
guardados os valores dos parametros para cada chamada
e as variavels locals correspondentes.

Cada chamada ocupa espaco em memoria.

class Main { jcs@joaos—1imac 1ap2024 Java Main | more

static int count(int n) { Exception in thread "ma1n" java. lang.StackOverflowError

if (n == 0) { at Main.count(A.java:8)

return 0: at Main.count(A.java:8)

) at Main.count(A.java:8)

at Main.count(A.java:8)

return l+count(n-1); at Main.count(A.java:8)

; at Main.count(A.java:8)

at Main.count(A.java:8)

public static void main(String[] args) { at Main.count(A.java:8)

System.out.println(count(20000)); at Main.count(A.java:8)

} at Main.count(A.java:8)

} at Main.count(A.java:8)

M—
S
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A pilha de execucao e as chamadas de funcao

 Quando uma funcéao tem alguma computacao para fazer entre a chamada
recursiva e o final, e devolver o resultado, entdo precisa de manter todos 0s
registos de ativacao.

>sum 4 >sum 3 >sum 2 >sum 1 >sum 0> sum 1> sum 2> >sum 3 >sum 4
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“Tall recursion”

A mesma funcao pode ser escrita de outra forma de modo a que, a seguir a
chamada recursiva, nao haja mais computacao nenhuma.

let rec sum n = let sum n =
if n =0 let rec sum' n acc =
then 0 if n =0
else n + sum(n-1) then acc

else sum' (n-1) (n+acc)
in sum' n 0

—

utop # count 1000000; ; utop # sum 1000000;,
Stack overflow during evaluation (looping recursion?). - 1nt = 500000500000
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“lall recursion” e a pilha de execucao

 Se a chamada recursiva € a ultima coisa a fazer na funcéo, o registo de
ativacao pode ser reutilizado porgue as variavels locals nao vao ser precisas
depois de retornar e o resultado ja esta no sitio (topo da pilha).

>sum 4 >sum 3 >sum 2 >sum 1 >sum 0>
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Funcoes indutivas nos nUmeros naturais (correcao)

 Funcdes recursivas podem seguir um raciocinio indutivo para chegar ao
resultado. E possivel provar a sua correcao atraves de uma hipotese de
INAUCao.

(xk [sum n] is the sum of the first [n] positive integers
requires: [n >= 0] %)
let rec sum n =
1f n =0
then © (% base case: sum @ = @ x)
else n + sum(n-1) (x inductive case: sum n = n + sum(n-1) )
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Funcoes Indutivas nos numeros naturais (tail recursion)

 Funcdes recursivas podem seguir um raciocinio indutivo para chegar ao
resultado. E possivel provar a sua correcao atraves de uma hipotese de

INAUCao.
let sum m =
let rec sum' n acc = (x post—-condition: sum' n acc = sum m && acc = (sum m) - (sum n) )
if n =0
then acc (x base case: sum' @ acc = sum m && acc = (sum m) - (sum Q) x)
else sum' (n-1) (n+acc) (x inductive case: sum' (n-1) (n+acc) = sum m
&& n+acc = (sum m) - (sum (n-1))
==> acc = (sum m) - (n + sum (n-1))
==> acc = (sum m) - (sum n). ged. *)
in sum' m @ (x conclusion: sum' m @ = sum m && acc = (sum m) — (sum m) = 0 x)
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Funcoes Indutivas: o numero de Delannoy

 Determine o numero de caminhos que existem numa grelha de n por m, entre
o ponto (0,0) e o ponto (m,n) usando passos de unidade 1 no sentido “norte”,

y nordeste’, e “este’. //_(J/f//_/"/
- - Ay v Gildiinddital
Eﬁiﬁ%*ﬁﬁ G O L
JAAAL TS
’ ’ oo AL T

5 R R R R A
T

https://en.wikipedia.org/wiki/Delannoy_number
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Funcoes Indutivas: o numero de Delannoy

 Determine o numero de caminhos que existem numa grelha de n por m, entre
o ponto (0,0) e o ponto (m,n) usando passos de unidade 1 no sentido “norte”,

(O,O)“nordeste”, e "este’. / /_ (J |/ f— / /_ /_, /
AL ST ¢

Eﬁ?ﬁ%ﬁﬁﬂw AT AL DT
o o PSRN LA
— ’ A A ) EEA R D FR

ifm=0 || n=0 then 1
else delannoy (m-1) n + delannoy m (n-1) + delannoy (m-1) (n-1)

0.0s

elannoy : int — int — int = <fun> -I-I- ‘ __I-I- __I-I-J I | I I I
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Primelro trabalho

Sao Triangulos, Senhor, sao Triangulos

O Tridngulo de Pascal é uma representagao matricial dos coeficientes binomiais, com grande utilidade em teoria
das probabilidades, combinatdria e algebra. O seguinte diagrama apresenta as 8 primeiras linhas do tridngulo de

Pascal:
1
11
121
1331
146141
1510 105 1
1615201561
172135352171

As linhas e colunas do tridangulo sdo numeradas comegando ambas em O (zero). Assim, para um triangulo com n
linhas e k colunas, o nimero que se encontra na ultima linha e Ultima coluna terd indicesn — 1e k — 1.

Cada elemento do tridngulo pode ser construido de forma recursiva, utilizando apenas informacao da linha
anterior. Seja (",:) o elemento da n-ésima linha, k-ésima coluna do tridngulo. O valor de tal elemento é dado pela
seguinte equacao:

sen=k=0

(D)
¢ Y+ (")) se0<nA0<k<n
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Querido, a Indugao Mudou a Casa

A Ana e o Bernardo vao comegar obras de remodelagdo da cozinha. Uma das ideias que gostariam de implementar
é colocar um friso de azulejos ao longo de toda a parede. Sendo ambos grandes amantes da decoragao de
interiores, acordaram nas seguintes regras de estética:

1. os azulejos do friso s6 deverao ser de cor vermelha ou preta;

2. cada bloco de azulejos vermelhos deve ter pelo menos 3 unidades consecutivas;

3. dois blocos de azulejos vermelhos (que podem ser de tamanhos diferentes) devem estar separados por pelo
menos um azulejo preto.

Antes de comecgarem o trabalho, e conhecendo o comprimento do friso, a Ana e o Bernardo gostariam de saber
quantas formas distintas existem de preencher o friso, respeitando as regras que estabeleceram.

Tomando como exemplo um friso de tamanho 7, existem as seguintes 17 formas diferentes de preencher o friso:
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Casos Base (0, 1, 2, 3)

Se nao houver espaco para '. B

pelo menos 3 azulejos, o 1 ,
) Tolo . HEE EEE -
numero de hipoteses e 1.

Se houver exactamente 3,
ha duas hipoteses.
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Caso n = 4, se tivermos a solucao paran = 37

Para um numero de azulejos (n) maior que 3, podemos assumir que
sabemos resolver para (n-1).

O primeiro azulejo ou € cinzento, ou &
encarnado.

Se for cinzento, as solucoes sao as de
um azulejo cinzento combinado com as

: | |
tiles HEE = ———

tiles HHEE = (JHEER solucoes de (n-1).
H EEE Se for encarnado, entao existem
= === sequéncias de pelo menos 3, ate ao
H - EEN | limite dos azulejos, combinado com as
H-EEN | possibilidades dos restantes azulejos,

— 4 sendo que ha um de intervalo.
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Caso n = 5, se tivermos a solucédo paran = 47

- HEEE
tiles NEEN = gopg =4

tiles AHAHEN - [EEEE

H-EEEE
H-AEEE

H-EAEEE
H-EAEEE
H-EEEN

H- IEEN
H-AEEN
H-AEEN
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O primeiro azulejo ou € cinzento, ou &
encarnado.

Se for cinzento, as solucoes sao as de
um azulejo cinzento combinado com as
solucoes de (n-1).

Se for encarnado, entao existem
sequéncias de pelo menos 3, até ao
limite dos azulejos, combinado com as
possibilidades dos restantes azulejos,
sendo que ha um de intervalo.
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Caso n = 6, se tivermos a solucao paran = 57

EEEEE
T 111
T 111 |
tlesmEEEE = HEEENE =7 tles AAEEENE =(EEEEE - 11
ENEEE 5 EEEEE
T 111
- 5 EEEEE
5 EEEEE
B EEEEE
B EEEEE
5 EEEEE
5 EEEEE
5 EEEEE
5 EEEEE
B EEEEE

H- Bl EENI
H- BEEEN |
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Lin

Cason =7, setivermos a

solucao paran = 67

gu

EEEEEE
| EEEEEE
tleSumEEEE - EEEEEE
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= 11

tles INEEEENE =-EEEEENR =1/

H-HEEEEEN

H-EEEEER
H-EEEEEN

H-EEEEEN

H-HEEEEEN

H- BN
H- BN

H- Bl

H-AEENEE

H-HEEEEE

g 111191
a 11111

H-EEEEER

H-EEEEER
H-EEEEEN

H-EEEEEN
H-EEEEEN

H-HEEEEN

H- IEREEN
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INntrucoes de submissao

* Na semana que vem havera instrucoes
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